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Prefacio

En afios recientes, ha ido en aumento el deseo de ensefiar probabilidad y
estadistica en un solo curso: primero, porque la probabilidad por si misma ha
llegado a ser una herramienta necesaria en muchos campos de la actividad in-
telectual y, segundo, porque constituye la piedra angular sobre la que descansa
la vasta estructura de la estadistica moderna. El objetivo principal de este libro
es desarrollar los conceptos basicos y las reglas de la probabilidad matematica
y mostrar cémo esto nos proporciona modelos para la solucién de problemas
practicos, especialmente para los de naturaleza estadistica.

Este texto no se inclina por ninguna 4réa de aplicacién en particular. Los
ejemplos y ejercicios han sido seleccionados de muchos campos, tales como la
biologia. la educacién, la economia, la genética, la psicologia y la sociologia.
Como prerrequisito matematico, se requiere el conocimiento de la cantidad usual
de matematicas que se imparten en cursos preprofesionales, alrededor de dos
afios de algebra, como minimo. Sin embargo, en la seccién 9.6 se considerd
conveniente incluir una definicién formal del integral definido, pero esta parte
puede omitirse, a discrecion del instructor. El capitulo referente a las cadenas
de Markov estd asociado mds bien con los capitulos 2 a 5 relativos a proba-
bilidad, pero se consideré prudente colocarlo al final del libro, ya que muchos
cursos no disponen del tiempo necesario para incluirlo.

La presentacién del material ofrece varias alternativas en el contenido del
curso por seguir. Dos de éstas son como sigue:

1) Un curso breve de probabilidad. Aqui podrian estudiarse el capitu-
lo 1 (secciones 1, 3 y 4), capitulos 2-5, capitulo 7 (secciones 1-3, 6, 8
y 9), capitulo 8, capitulo 9 (secciones 6-8), capitulo 10 (secciones
1-10, 13), capitulo 11 (seccién 1), capitulo 12 (secciones 3, 4), ca-
pitulo 13 (secciones 2, 3, 5), capitulo 14 (secciones 1, 2 y 4), capitu-
lo 15 (secciones 1-10), capitulo 16 (secciones 3 y 4), y capitulo 19.

2) Un curso reducido de probabilidad y estadistica. Se sugiere este curso
por la omisién de las secciones 5.4-5.6, 10.11, 10.12, 12.4, capitulo 14
secciones 15.7, 15.8, 15.11 y capitulo 19.



En términos generales, los temas mds complejos tales como funciones biva-
riantes, regresién y correlacién, y los procesos de Markov, aparecen al final
del libro.

El autor agradece a la Albacea Literaria del finado Sir Ronald A. Fisher,
F. R. S., Cambridge, y a Oliver and Boyd, Ltd., Edinburgo, su consentimiento
para reimprimir las tablas nimeros 111, IV y V. A. de su libro Statistical Methods
for Research Workers. El autor estd agradecido también al profesor Egon S.
Pearson y a los Depositarios de Biometrika, a los profesores Wilfrid J. Dixon y
Alexander M. Mood, y a McGraw-Hill Book Company por el uso de cartas o
tablas que aparecen al final del libro. También agradece el autor a la profe-
sora Elizabeth A. Shuhany sus sugerencias para hacer mds clara la exposicién

de! manuscrito.
E. B. M.



Contenido

I. INTRODUCCION 1

1.1 Probabilidad, 71

1.2 Estadistica, 2

1.3  Probabilidad y estadistica, 2
1.4  Aplicaciones, 4

2. CONJUNTOS 5

2.1 Introduccién, 5

2.2 Relaciones y operaciones, 8

2.3 Diagramas de Venn, 10

24 El Algebra de conjuntos, 12

25 Productos cartesianos, 15

2.6  Particiones, 17

2.7 La derivacion de conjuntos a partir de otros conjuntos, 20
2.8 Factoriales, 20

29 Permutaciones y combinaciones, 20

2.10 Teoremas fundamentales relativos a permutaciones, 21
2.11 Un teorema fundamental relativo a combinaciones, 22

3. PROBABILIDAD 30

3.1 Experimentos, eventos y variables aleatorias, 30
3.2 Espacio muestra, 32

3.3 Espacio muestra continuo, 35

3.4  Variables aleatorias y probabilidad, 36

3.5 Ejemplos adicionales, 40

4. TEOREMAS DE PROBABILIDAD 44

4.1 Teoremas de la suma de probabilidad, 44
4.2  Probabilidad condicional, 47

4.3 Teoremas de la multiplicacién, 48

44 Eventos independientes, 50

45 Un teorema que implica particiones, 52
46 La regla de Bayes, 54



Vil

5. ALGUNOS PROBLEMAS MISCELANEOS

El problema del cumpleafios, 59

Un juego de dados, 60

El problema del sombrero, 63

Digitos al azar, 65

Un problema que implica una tabla 2 X 2, 68
Los mentirosos, 70

6. INTRODUCCION A LA ESTADISTICA

El significado de la estadistica, 74

Muestra y universo, 75

La naturaleza de la estadistica, 76

Medidas de tendencia central, 78

Un sistema de notacién, 78

La media aritmética, 80

Una propiedad matematica de la media aritmética, 81
Usos de la media aritmética, 82

La media aritmética ponderada, 82

6 10 La desviacién media, 83

6.11

La varianza de una muestra, 84

6.12 La desviacién estdndar de una muestra, 86

7. DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIA Y FUNCIONES
DE PROBABILIDAD: EL CASO DISCRETO

7.8

79

Introduccién, 93
Funciones de probabilidad, 94

CONTENIDO

59

74

93

Probabilidades cumulativas; La funcién de distribucién cumulativa, 95

Distribuciones de frecuencia de observaciones discretas, 97

La media aritmética de una distribucién de frecuencia discreta, 99

Valor esperado de una variable aleatoria discreta, 99
Varianza y desviacién estiandar de una distribucién
de frecuencia discreta,

Varianza y desviacién estindar de una variable
aleatoria discreta, 101

Teoremas que implican al valor esperado, 101

8. LA FUNCION BINOMIAL DE PROBABILIDAD

8.1

Probabilidad binomial, 108

Un problema de decisidn, 109

Regiones de aceptacién y rechazo, 111

El error tipo, I, 112

El error tipo, II, 113

Observaciones, 1/4

La funcién binomial de probabilidad, 115

La media de la distribucién binomial, 116

La desviacién estandar de la distribucién binomial, 117

8 10 Otras propiedades de la distribucién binomial, 118

8.11

Calculos de la probabilidad binomial, 120

100

108



Papel de probabilidad binomial, 127
Desigualdad de Tchebycheff, 121
La ley de los nimeros grandes, 122
La prueba de signo, 123

9. DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIA Y FUNCION
DENSIDAD DE PROBABILIDAD: EL CASO CONTINUO

9.1
9.2
9.3
9.4
9.5
9.6
9.7
9.8

Un ejemplo, 129

La media aritmética, 131

La varianza y la desviacién estandar, 132
Frecuencia cumulativa, 133

Los porcentiles, los cuartilos y la mediana, 134
La funcién densidad de probabilidad, 135
Observaciones en cuanto al uso de términos, 139
Media y varianza, 140

10. LA FUNCION DENSIDAD NORMAL DE PROBABILIDAD

11.

101
10.2
10.3
104
10.5
10.6
10.7
10.8
10.9
10.10
10.11
10.12
10.13

Introduccién, 144

La funcién densidad normal, 144
Area y probabilidad, 149

La forma estindar, 150

Ordenadas de la curva normal, 152
Areas bajo la curva normal, 153
Propiedades de la curva estindar, 155
¢(z) Y f(x), 158

Algunas aplicaciones, 158

Aplicaciones a distribuciones binomiales, 161
Ajuste de la curva normal, 164
Pruebas de normalidad, 165

La curva normal cumulativa, 166

LAS DISTRIBUCIONES MULTINOMIAL Y Ji CUADRADA

111
11.2
11.3
11.4
115
11.6
11.7
11.8
11.9
11.10
11.11
11.12

La distribucién multinomial, 171

Un ejemplo, 172

La funcién Ji cuadrada, 173

Grados de libertad, 174

Prueba de una distribucién multinomial, 175
Observaciones acerca de la prueba Ji cuadrada, 176
Tablas de 2 X 2, 177

La correccién de yates, 179

Una férmula alternativa, 180

Modelos matemaéticos para tablas de 2 X 2, 180
Tablas de p X ¢, 181

Ji cuadrada y varianza, 182

1X

129

144

171



13.

i4.

15.

16.

CONTENIDO
OTRAS DISTRIBUCIONES RELACIONADAS
CON LA NORMAL Y LA BINOMIAL 187
12.1  La distribucién de una proporcién, 187
122 La diferencia entre dos proporciones, 190
12,3 La distribucién de Poisson, 192
124  La distribucién hipergeométrica, 196
INFERENCIA A PARTIR DE LAS MEDIAS ARITMETICAS
DE LAS MUESTRAS 201
13.1  Introduccién, 201
13.2 La distribucién de la media aritmética de una muestra:
El caso discreto, 201
13.3 La distribucién de la media aritmética de una muestra:
El caso continuo, 202
13.4  Aplicaciones, 204
135 Un teorema general, 208
13.6  Observaciones, 209
13.7 La distribucién ¢ de Student-Fisher, 210
13.8 Grados de libertad, 212
139  Aplicaciones, 212
13.10 La diferencia entre las medias aritméticas de dos muestras:
Varianzas de los universos desconocidos, 213
13.11 La potencia de una prueba, 2714
LA FUNCION BINOMIAL BIVARIANTE DE PROBABILIDAD 223
14.1  Propiedades generales, 223
14.2  Correlacién binomial, 226
143 x2y p?, 229
144  La funcién limite, 230
FUNCIONES BIVARIANTES DISCRETAS, DE PROBABILIDAD, 235
15.1  Introduccién, 235
15.2  Algunos ejemplos, 235
15.3  Un sumario formal, 238
154 Funciones de dos variables aleatorias, 239
155 La media o valor esperado, 240
15.6  Varianza y covarianza, 244
15.7  Regresion, 247
15.8 Observacién, 252
159  Correlacién, 252
15.10 Correlacién y dependencia, 253
15.11 x2yp*, 255
ESTIMACION 261

16.1  Introduccién, 261
16.2  El estimador de punto, 262
16.3  El valor esperado de la media aritmética de una muestra, 262



CONTENIDO X1

16.4 El valor esperado de p, 263

16.5 El estimador no sesgado de o2, 263

16.6 Limites de confianza para p, 266

16.7 Limites de confianza para p, — u,, 268

16.8 Intervalos de confianza y pruebas de hipétesis, 269
169 Limites de confianza para p, 269

16.10 Limites de confianza para ¢2?, 271

16.11 Propiedades de los estimadores de punto, 271

17. AJUSTE DE UNA LINEA: REGRESION 275

17.1  Introduccién, 275

17.2 La linea recta, 276

17.3 El método de cuadrados minimos, 278

174  Un ejemplo, 280

17.5 La derivacién de las férmulas de cuadrados minimos, 282
17.6  Regresion, 283

17.7  Varianza explicada y no explicada, 283

17.8  Pruebas de hipétesis relativas a pendientes, 288

18. CORRELACION 292

18.1  Introduccién, 292

18.2 Dos lineas de regresién, 293

18.3  El coeficiente de correlacién, 293
18.4  Propiedades relativas Ar, 295

18.5  El célculo de r para datos no agrupados, 297
18.6  Prueba de la hipétesis p = 0, 299
18.7 El uso de la distribucién ¢, 300
18.8  La transformacién de Fisher, 300
189 La tabla de correlacién, 302

18.10 La superficie de correlacién, 302
18.11 Observaciones, 305

19. CADENAS DE MARKOV 309

19.1  Matrices y vectores, 309

19.2  Un ejemplo, 311

19.3  Pruebas binomiales dependientes de Markov, 313
19.4 Otro método, 315

19.5 Probabilidades iniciales desconocidas, 316

19.6  Equilibrio estadistico, 319

19.7 Una cadena de Markov més general, 318

19.8  Algunas relaciones interesantes, 322

19.9  Aplicaciones, 325

REFERENCIAS 333
TABLAS MATEMATICAS 335
RESPUESTAS A EJERCICIOS DE NUMERO IMPAR 353

INDICE 363






Introduccion

Los juegos de azar son probablemente tan
antiguos como el deseo humano de obtener
algo a cambio de nada; pero sus implica-
ciones matematicas no legaron a apreciarse
hasta que Fermat y Pascal redujeron a le-
yes el azar en 1654.
Eric T. BELL
The Development of Mathematics

1.]. PROBABILIDAD

Muchas frases que se usan en el lenguaje comdn contienen elementos de in-
certidumbre: ‘‘Probablemente mafana lloverd.” “Es probable que el equipo de
la liga Americana gane la Serie Mundial.” Esta nueva droga podria ser eficaz
para combatir la influenza.” Si se dijera: “Apuesto 2 a 1 que lloverd” o “Apues-
to 7 a 3 que el equipo de la Liga Americana ganard”, entonces se estaria tra-
tando de medir la incertidumbre, aunque en forma rudimentaria. La teoria de
la probabilidad matemdtica nos proporciona las bases para construir medidas
exactas de incertidumbre y constituye el fundamento de la vasta estructura que
ha llegado a ser la estadistica moderna. Existen muchas &reas, sin embargo,
donde la incertidumbre no es susceptible al anilisis matematico.

A mediados del siglo xvi, Girolamo Cardano, el matemdtico, médico y ju-
gador italiano, escribié su Liber de Ludo Aleae (“El libro de los juegos de
azar”) en el que aparecid el primer estudio conocido de los principios de pro-
babilidad. Alrededor de cien afios més tarde, el jugador Chevalier de Méré
propuso a Blaise Pascal el famoso *‘Problema de los puntos”, que puede des-
cribirse como sigue: Dos personas participan en un juego de azar. La primera
que logre acumular un cierto nimero de puntos ganard la apuesta. Si los juga-
dores se ven forzados a suspender el juego antes de que éste haya terminado,
dado el ntimero de puntos que ha acumulado cada uno de ellos, jcémo deberd

1 Copyright 1940, McGraw-Hill Book Company. Usado con autorizacién.



2 INTRODUCCION

dividirse la apuesta? Este problema constituyé un reto al ingenio de los astutos
matemaéticos franceses Blaise Pascal y Pierre de Fermat. Los métodos empleados
por Cardano y Pascal representan la iniciacién de la probabilidad matematica
sobre la que estd centrada la teoria estadistica actual. La publicacién de La-
place, en 1812, de su Théorie Analytique des Probabilités, que hizo época, fijd
los fundamentos para esta teoria.

1.2. ESTADISTICA

Es curioso hacer notar que la moderna ciencia de la estadistica tiene su
origen en dos intereses humanos muy diferentes: Los estados politicos y los
juegos de azar. A mediados del siglo xvii1, nacié la palabra estadistica, signi-
ficando el estudio de “ los arreglos politicos de los estados modernos del mundo
conocido™. Inicialmente, la descripcién de los estados era verbal, pero la pro-
porcién creciente de datos numéricos en las descripciones gradualmente dio a
la nueva palabra el cardcter cuantitativo que ahora se asocia en ella. A partir
del estudio restringido de datos que pertenecen al estado, la estadistica se rami-
ficé en otros campos de la investigacién.

Entre 1835 y 1870, el astrénomo belga Quetelet, aplicaba ya la teoria de
la probabilidad a mediciones antropoldgicas. Sus conclusiones se pueden resu-
mir y ampliar mediante la siguiente proposicién: Las mismas leyes generales de
variacién que gobiernan la suerte de un jugador pueden descubrirse en las
estaturas de soldados, los cocientes de inteligencia de los nifios, las presiones
sanguineas de adultos, las velocidades de las moléculas de un gas y en muchos
otros agregados de observaciones.

En tiempos mas recientes, una escuela inglesa de estadistica, bajo el lide-
razgo de Karl Pearson (1857-1936) y Sir Ronald A. Fisher (1890-1962), ha
hecho contribuciones notables, tanto a la estadistica teérica como a la estadis-
tica aplicada. El alcance de los métodos generales basados en conceptos proba-
bilisticos llegé a ser mas evidente y, como resultado, se han hecho aplicaciones
a muchos campos de la investigacién. Para cualquier persona educada, es un
objetivo serio y legitimo llegar a apreciar la importancia de los métodos esta-
disticos en el intento del hombre de conocer mejor el maravillosamente com-
plejo mundo fisico y social.

1.3. PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

La teoria de la probabilidad es un sistema matemético compuesto de tér-
minos definidos e indefinidos y de un conjunto de suposiciones relativas a ellos;
de todo esto obtenemos conclusiones légicas, esto es, demostramos teoremas. Es
una disciplina abstracta que usamos como modelo para hacer deducciones re-
lativas a eventos que posiblemente pueden suceder en una operacién fisica real
o imaginaria. Por ejemplo, supongamos que tenemos un par de dados. Pense-
mos que uno de estos dados es verfecto. Esto es, parece ser un cubo perfecta-
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mente homogéneo con puntos en sus seis caras —un punto en una cara, dos
puntos en una segunda cara, tres puntos en una tercera cara, y asi sucesiva-
mente hasta seis puntos en la sexta cara. Debido a su simetria y homogeneidad,
podemos creer que, cuando lancemos este dado sobre una superficie plana,
existe la misma posibilidad de que muestre una de las caras hacia arriba o
cualquier otra, pero nuestra creencia puede no estar totalmente justificada. Sin
embargo, podemos suponer que la probabilidad de que aparezca un nimero
dado de puntos es !/e.

Partiendo de que hemos asignado la probabilidad de */s para cada cara,
desarrollaremos las leyes de azar para juegos de dados en los que se utilizarian
dados idealizados. Por ejemplo, como veremos més adelante, si se lanzan dos
dados perfectos, la probabilidad de que aparezca la suma de puntos siete u
once es */o. Asi, la teoria de la probabilidad nos permite hacer deduccio-
nes partiendo de modelos matematicos (dados idealizados) que esperamos sean
suficientemente exactas al ser utilizadas para conocer el comportamiento de jue-
gos de dados perfectos.

Ahora, consideremos otro dado, que supondremos es un cubo de material
no homogéneo —un dado cargado. Mediante un examen fisico, no podemos
estimar la probabilidad de que aparezca hacia arriba alguna de las seis caras
al lanzar este dado. Sin embargo, podemos efectuar un experimento tal como
lanzar 100 veces este dado, observando la frecuencia con que aparecié hacia
arriba cada una de las 6 caras. Con base en nuestros resultados experimen-
tales, podemos hacer estimaciones de las probabilidades de obtener cualquiera
de los seis nimeros en un solo lanzamiento. Estas estimaciones (ya que no
son otra cosa), a pesar de ser incompletas, poseen una propiedad deseable, se
pueden establecer proposiciones exactas en cuanto a que la probabilidad de la
estimacion sea correcta. Por ejemplo, si la cara con 5 puntos aparecié 25 veces
en 100 lanzamientos, esto nos harfa pensar que la probabilidad para el nimero
5 es alrededor de !'/s. Esta estimacidén tiene la desventaja de que no podemos
saber ¢l grado de aproximacién a la verdad y, para muchos usos précticos, no
es muy titil. Sin embargo, los métodos estadisticos que se estudiardn méas ade-
lante nos permiten establecer que la probabilidad del 5 al lanzar este dado
cargado estd comprendida entre 0.17 y 0.33. Casi tenemos la seguridad de que
esta afirmacién es correcta.’ Si esta estimacién no es suficientemente apropiada,
podemos efectuar un némero mayor de lanzamientos del dado. Por ejemplo, si
el 5 aparecié 250 veces en 1000 lanzamientos, se estimard una probabilidad
comprendida entre 0.22 y 0.287

La estadistica implica procesos repetitivos: Por ejemplo, se lanza el dado
100 veces, se tiene el resultado de la presién sanguinea de 50 soldados, se
investiga la resistencia a la tensién de 10 cuerdas de cafiamo, se suministra
una prueba verbal de aptitud a 247 estudiantes, etc. Se podria decir, entonces,

2 Sera correcta alrededor del 95%- de las veces. Véase la seccidén 16.9.
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que en la teorfa de la probabilidad empezamos con leyes de azar supuestas que
utilizamos como modelo para guiarnos al predecir los resultados de ciertos ex-
perimentos. En la estadistica, examinamos los resultados de operaciones repe-
titivas y después intentamos interpretarios con la ayuda de las probabilidades
estimadas.

Los pérrafos precedentes constituyen solamente un primer intento no muy
adecuado para entender la probabilidad y la estadistica; sin embargo, nos pue-
den ser de utilidad en capitulos siguientes. En ellos veremos con mayor claridad
las funciones de estos dos campos interconectados de estudio.

1.4. APLICACIONES

Ademds del importante papel que desempefia la probabilidad en la teoria
de estadistica y sus aplicaciones, tiene muchos usos en otros campos. Algu-
nos de ellos se describen brevemente a continuacién:

i) Teoria de la genética. Los individuos apareados al azar con caracte-
risticas fisicas y mentales similares o diferentes, procrean una genera-
cién cuyos atributos podemos desear estudiar. Con las medidas apro-
piadas de probabilidad de la presencia de ciertos genes, se pueden
hacer predicciones provechosas relativas a la herencia.

ii) Juegos de azar. Los juegos de cartas, dados, monedas, etc., son sus-
ceptibles al andlisis con miras a satisfacer la curiosidad de los partici-
pantes a gobernar la estrategia de juegos o a decidir la equidad de un
juego. Por ejemplo, libros del tipo “Cémo jugar bridge”, contienen
muchas probabilidades calculadas de sucesos relativos a ciertas combi-
naciones de cartas,

iii)  Estrategia militar. La frase "'Riesgo calculado” se usa a menudo, par-
ticularmente con referencia a problemas de la guerra. Las situaciones
idealizadas se sujetan al andlisis probabilistico y se desarrollan estra-
tegias Optimas. En el combate real, se pueden usar estimaciones sofis-
ticadas que implican probdbilidades e informacién obtenida de varias
fuentes para determinar las acciones mds apropiadas.

iv) Las ciencias fisicas. La teoria cinética de los gases y el fendémeno de
‘el camino al azar” son tdnicamente dos de muchos casos donde ope-
ran las leyes de la probabilidad o estadistica.

v) Industria. Algunos ejemplos donde rigen las leyes de la probabilidad
en operaciones y procesos industriales son el trafico telefénico, lineas
de espera (el problema de atender eficientemente lineas variables de
personas), y la teoria de la presencia de lotes de articulos defectuosos
en un proceso de fabricacidn.



Conjuntos

Unter einer “Menge” verstehen wir jede
Zusammenfassung M von bestimmten whol-
unterschiedenen Objekten m unserer Ans-
chauung oder unseres Denkens (welche die
“Elemente” von M genannt wenden) zu
einen Ganzen.!

GEOrRG CANTOR
Mathematische Annalen, 1895

2.]. INTRODUCCION

La nocién simple de una coleccion o conjunto de objetos es fundamental
en la estructura bésica de las mateméticas y fue Georg Cantor, en los afios
de 1870, quien primero llamé la atencién de los matemdticos a este respecto.
La teorfa de los conjuntos tiene ventajas particulares en la formulacién de
definiciones y en la derivacién de las leyes de la probabilidad. Por esta razén,
desarrollaremos algunas de las propiedades elementales de los conjuntos. No
puede darse una definicién satisfactoria de un conjunto en términos de conceptos
més simples; por lo tanto, la palabra “conjunto” debe aceptarse légicamente
como un término no definido. Sin embargo, para caracterizar sus propiedades,
usamos descripciones o sinénimos de la palabra, tales como coleccion, agre-
gado, clase, y la palabra Menge, introducida por Cantor.

A continuacién, se dan algunos ejemplos de conjuntos:

i) Las letras, a,b,c,d.e,f,g.

ii) Los cuadrados de los nimeros primos positivos menores que 12.
iii) Los Diez Mandamientos.

iv)  Los presidentes de los Estados Unidos hasta 1965.

1 Se entiende por conjunto M, una coleccién de un todo tnico de objetos definidos,
distinguibles de nuestra percepcién o nuestro pensamiento que se llaman “Elementos”
de M.
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v) Los enteros positivos.
vi) Sus abuelos que atn viven.
vii) Los colores bésicos del espectro.

Debe entenderse que un conjunto estda constituido de cualquier ndmero de ob-
jetos distinguibles, objetivamente o mentalmente. Para estos objetos empleare-
mos un término matemdtico apropiado, “elemento”; es esencial que el conjunto
sea bien definido. Esto significa que, dado un objeto o elemento, se debe poder
establecer con certeza si pertenece, 0 no, a un conjunto determinado.

Un método de definir un conjunto es hacer una lista de sus miembros. Asi,
en el caso (i), se da una lista de los elementos; en el (ii), los elementos son
2%, 3%, 5% 7* y 11% en el caso (ili) podemos listar los elementos de acuerdo
con el libro de Exodo; en el (iv) podemos escribir Washington, Adams, Jef-
ferson, etc., hasta el presente; en el caso (v), la lista serd 1, 2, 3,... En este
caso, el niimero de elementos es infinito (como se indica por la sucesién de
puntos), puesto que el proceso de contar puede continuar indefinidamente. En
el caso (vi), si usted no tiene abuelos que atin viven, el conjunto es un con-
junto vacio o conjunto nulo, un conjunto sin elementos. Este conjunto especial
es sumamente 1til, ya que desempefia un papel en la teoria de conjuntos, simi-
lar al del cero en aritmética; sin embargo —y en esto debe ponerse énfasis—
un conjunto vacio no es cero; lo que es cero es el nimero de elementos con-
tenidos en él.

En la notacién de conjuntos, se emplea un par de corchetes para encerrar
los elementos de un conjunto. De este modo, definimos los conjuntos de nues-
tras ilustraciones como sigue:

1

i) L {a,b,cd.ef.g}.

ii) M = {4,9,2549,121}.

iv) P = {Washington, Adams, Jefferson,,, Johnson}.?

vy I = {123,,,}.
vii) C = {rojo, naranja, amarillo, verde, azul, indigo, violeta}.

En el caso (iii), podriamos presentar una lista de los Mandamientos segiin
la Biblia; pero seria innecesario e inconveniente, a menos que se requiera ha-
cerlo precisamente en esa forma. En el caso (vi), si usted no tiene abuelos que
aiin vivan, el conjunto vacio G, se representa por el simbolo estindar @. En-
tonces, G = @, el conjunto vacio.

Un segundo método de caracterizar a un conjunto, es establecer las propie-
dades distintivas de sus elementos. En esta forma, podemos escribir:

¢ Hasta 1965.
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i)y L {las primeras siete letras del alfabeto}.
ii) M = {x*|x es un nimero primo positivo menor que 12}.
Aqui, el simbolo “ | " se lee “tal que”.

iv) P = {los presidentes de los Estados Unidos de Norteamérica desde
Washington hasta Johnson}.

v) I = {los enteros positivos}.

vii) C = {los colores basicos del espectro}.

Como un ejemplo mds, consideremos

A={x}x=2k"+5k=123,,,,

Aqui, el conjunto de valores es infinito y se obtiene al permitir que k tome
todos los valores enteros positivos.

Algunas veces, los miembros de un conjunto son parejas de objetos, triadas
de objetos o, en general, eneadas de ellos. Asi,

(viliy O = {HH, HT, TH, TT}

representa el conjunto de resultados posibles; ‘“caras” o ‘“‘cruces”, cuando se
lanzan dos monedas. En este caso, la primera letra corresponde a una moneda
en particular y, la segunda letra, a la otra moneda.

(ix) B = {(xy.2),(x,2,9), (p.x,2), (y:2,%), (z.%.)), (2.3,%)}.

Este conjunto estd formado por los arreglos posibles o permutaciones de las
letras x, y y z.

Nétese que el cambio de orden de los miembros de un conjunto no altera
a ese conjunto. Asi, por ejemplo, en (i)

y en (vii) L={ab,cdefg}={bdfgace}

C = {r,0,,8,b,i,v} = {v,i,b,g,y,0,r}

donde las letras son abreviaciones que representan a los colores. A este res-
pecto, nétese que en (ix) un miembro es una triada; sin embargo, las letras
x, y y z no son elementos del conjunto, sino constituyentes de los elementos.
Por otra parte, los elementos de un conjunto deben ser diferentes entre si; no
deben existir elementos duplicados.

Frecuentemente se define un conjunto mediante una férmula o ecuacidn.
Asi,

U={xn|x*+y*=1}
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define el conjunto de numeros ordenados (x,y) tales que x* + y* = 1; estas
parejas ordenadas corresponden a puntos de un circulo unitario con centro en
el origen (0,0). Este es otro ejemplo de un conjunto infinito.

Es conveniente indicar cuédles elementos son miembros de un conjunto dado
y cusles no lo son. Para esto empleamos el simbolo € que significa “es miem-
bro de” o “pertenece a”, y el simbolo ¢ significa “no es miembro de” o “no
pertenece a”.

Asi,en i) ¢ € Lperoh ¢ L;
ii) 9 € M pero 10 ¢ M;
v) Lincoln € P pero Bryan ¢ P.

2.2. RELACIONES Y OPERACIONES

Se dice que dos conjuntos A y B son iguales si cada elemento de uno es
elemento del otro. En este casc, se escribe A = B, Asi, si A = {gb,cd} y
B = {bdac}, entonces A = B,

Se dice que un conjunto A es un subconjunto del conjunto B si cada ele-
mento de A es también un elemento de B. La relacién A < B se lee “A estd
contenido en B” o “A es un subconjunto de B”. Nétese que, de acuerdo con
esta definicién, cualquier conjunto es un subconjunto de si mismo, de tal modo
que A < A. Si A es un subconjunto de B pero A = B, entonces A es un
subconjunto propio de B. Por ejemplo, en (i), {a,c,d} < {a,b,c,def.g} yen (v),
{246,,,} < {123.,,}. En este caso, los enteros positivos pares constituyen
un subconjunto propio de los enteros positivos.

En (iii), el conjunto unitario (un conjunto que contiene tinicamente un
elemento) {No matards} < {Los Diez Mandamientos}. También definimos @
como un subconjunto de todos los conjuntos: @ < A paratodo Ay @ <= @.

La unién de dos conjuntos A y B es el conjunto de todos los elementos
que pertenecen al conjunto A o al conjunto B, o a ambos. Se simboliza por
A U B, que puede leerse “A unién B”.

Eyempro 1. Si A = {ab,c} y B = {b,d,e}, entonces A v B = {q,b,cde}.

Ejemprro 2. Si M = {los miembros hombres de su familia}
y

F = {los miembros mujeres de su familia)}
entonces,

M U F = {los miembros de su familia}

EjemrLo 3. Considérense los dos conjuntos:

D = {Los demdcratas de Massachusetts}

T = {Los choferes de camiones en Massachusetts}.
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Entonces

D u T = {Los demdcratas o los choferes de camiones o ambos de
Massachusetts}.

Nétese que para cualquier conjunto A,

AV g = A
La interseccion de dos conjuntos A y B es el conjunto cuyos elementos
pertenecen simultineamente a A y a B. Se simboliza por A n By se lee “A
interseccién B”. Asi, para el ejemplo 1, A N B = {b}.

Para el ejemplo 2, M N F = @, y para el ejemplo 3, D N T {Los cho-
feres de camiones que son demdcratas en Massachusetts}.

Nétese que, para cualquier conjunto A,

ANng=ga.

Se dice que dos conjuntos A y B son disjuntos o mutuamente excluyentes

si no tienen elementos en comun, esto es, si A N B = @,
En el ejemplo 2, los miembros hombres y mujeres de su familia son con-
juntos disjuntos, esto es, M N F = ¢,

En la teoria de conjuntos, con frecuencia nos referimos a ciertos conjuntos
basicos o conjuntos universales, de manera similar a la idea de ‘“universo de
discusién” en la légica. Este conjunto se representard mediante la letra ma-
yascula U. Si, por ejemplo, estamos analizando las costumbres de votacién de
la ciudad de Boston, podemos escribir.

U = {todos los votantes de Boston}.

En relacién a este conjunto, podemos interesarnos en muchos subconjuntos di-
ferentes de U, tales como los votantes hombres, los votantes independientes, los
votantes catdlico romanos, los votantes independientes que votaron por el Par-
tido Republicano en 1964, los votantes del sur de Boston, etc.

Si M y M’ son cualquier par de conjuntos disjuntos, tales que M U M’
= U, se dice que estos conjuntos son complementarios (con respecto a U).
Asi, si

U = {todos los votantes de Boston}
M = {todos los votantes hombres de Boston}

M’ = ({todos los votantes mujeres de Boston}
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entonces, M y M’ son complementarios con respecto a U.

En el ejemplo 2, M y F son conjuntos complementarios en relacién al con-
junto § = {los miembros de su familia}, puesto que M U F = §, yM N F
= ¢@. Entonces, M = F/ y F = M’. Cada uno de estos subconjuntos, M o F,
es el complemento del otro.

Si el conjunto universal es (i) y A = {a.b,c}, entonces A* = {d.efg}; si
el conjunto universal es (v) y E = {los enteros pares} entonces E' = {los en-
teros impares}.

Fig, 2-1

2.3. DIAGRAMAS DE VENN

Con frecuencia, es muy ttil representar a los elementos de un conjunto
mediante puntos, y al conjunto mismo mediante un agregado de estos puntos
contenidos dentro de un circulo o de cualquier regién cerrada simple. Esta
forma, que se emplea para derivar las propiedades de los conjuntos, fue suge-
rida por John Venn, en 1881. Una forma conveniente, aunque no estrictamente
necesaria de representar al conjunto universal, es mediante un rectdngulo. Asi,
en la Fig. 2-1a, los puntos dentro de las regiones circulares A y B representan
dos subconjuntos de U que se intersecan. En la Fig. 2-1b, A y B representan dos
conjuntos disjuntos. En la Fig. 2-2, los tres circulos representan a tres subcon-
juntos A, B v C que se intersecan mutuamente,

uio0) 4, 3 wiao)

Hawl15)

Fig. 2-2 Fig. 2-3
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EjempLo 1. Supongamos que la clase de primer afio de una universidad estd
formada por 100 estudiantes. De éstos, 40 son mujeres, 73 estudian historia
y 12 son mujeres que no estudian historia. ;Cudntos hombres no estudian
historia?

Solucion. Si, de 40 mujeres, 12 no estudian historia, entonces 28 si lo hacen.
Si, de los 73 estudiantes de historia, 28 son mujeres, entonces deben ser 45
los hombres que estudian historia. De los 100 — 40, o 60 hombres, hay 60 —
45, o 15, que no estudian historia. Este problema simple puede también re-
solverse e ilustrarse con ayuda del diagrama de Venn (Fig. 2-3).

Los pasos en la solucién son como sigue:

Mujeres que no estudian historia =W N H’ 12
Mujeres que estudian historia =WnH 40 — 12 = 28
Hombres que estudian historia =HnNw 73 — 28 =45
Hombres que no estudian historia = H' n W’ 100 — (45 + 28 + 12) = 15.

EjempLo 2. En una muestra de 50 amas de casa, 35 tenian aparatos de
televisién, 20 tenian recipientes eléctricos para eliminacién de desperdicios y
15 tenian radios de alta fidelidad; 15 tenian simultineamente aparatos de
televisién y recipientes eléctricos para eliminaciéon de desperdicios; 10 tenian
aparatos de televisién y radios de alta fidelidad y 12 tenian recipientes eléc-
tricos eliminadores de desperdicios y radios de alta fidelidad. Ocho amas de
casa tenian los tres aparatos. (Cuéntas de ellas no tenian ninguno de estos
aparatos?

U(50)
D(20)

Fig. 2-4

Solucién. Es conveniente identificar las regiones del diagrama de Venn
(Fig. 2-4) como se muestra en la figura y trabajar de dentro hacia afuera.
Asi, los nimeros de amas de casa en los varios subconjuntos de U se pueden
encontrar como sigue:

Region Subconjunto  Niumero de amas de casa
viii (TAD)NH 8

v + viii TND 15

vi + viil TNH 10

vii + viii DnNnH 12
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Mediante una serie de substracciones encontramos los siguientes resultados:

v (TrNnDyNnH’ 7
vi (TN"HYn D 2
vii (DNnH)YNnT 4
Por lo tanto
v 4 vi + viii 7+2+8=17
de donde
ii (TNnDYnH 35-17=18
También.
v + vil + viii 7+4+8=19
de donde
ii (DNTYNH 20-19=1
Anélogamente
vi + vii + viii 2+4+8=14
de donde
iv (HNDYyNnT" 15-~14=1
Se sigue entonces que,
i+ il +iv + v +
vi + vii + viii (TVUDyVH 41
de donde
i (TDYUHY 50—41 =9

Por lo tanto, 9 amas de casa no tenian ninguno de estos aparatos.

2.4. EL ALGEBRA DE CONJUNTOS

Los diagramas de Venn de la seccidén precedente son ttiles como aproxima
cién intuitiva al dlgebra de los conjuntos. Esta dlgebra es una algebra booleana.
llamada asi en honor del matematico inglés George Boole, cuyo libro, Investi-
gacion de las Leves del Pensamiento, en el cual se fundan las Teorias mate-
madticas de la l6gica y la probabilidad, fue publicado en 1854. Este importante
trabajo contiene conceptos y métodos que aparecen en muchas ramas de la
matematica actual.

Existen muchas formas en las que pueden formularse las suposiciones ba-
sicas del &lgebra de los conjuntos. Lo siguiente sera dtil para nuestros propod-
sitos. Considérese una clase K de conjuntos A, B, C,,, y dos operaciones U
y N, que llamaremos unién e interseccidén, respectivamente, A, B, C,,, deben
satisfacer los siguientes postulados:
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Postulado de cerradura. Si A y B estdn en K, entonces
(Ia) AU By (Ib) A N B también estdn en K.

Postulados conmutativos.
(2a) A UB =B U A
Ch)y ANB=BnNnA

Postulados asociativos.

B A uBUC =((AuUB UC
BbLHYAN BNC=@ANBNC
Postulados distributivos.

(da) A N (B U C) = (A )y V(A n O
4b) AU B NC = (A UB)n(AUC)

El conjunto vacio. Existe un conjunto Gnico @ tal que
BGa) A U = A
Bb) A N o =g

El conjunto universal. Existe un conjunto tnico U, tal que
6a) A UU = U
(6b) An U = A

El conjunto complementario. Para cualquier conjunto A existe un con-
junto dnico, A’, tal que

(7a) A VA" = U

(7h) A N A" = ¢

La semejanza de los postulados 1a y b, 2a y b, 3a y b, y 4a con los del
dlgebra de los ntimeros reales, serd evidente si reemplazamos la unién con la
suma, U por +, y la interseccién por la multiplicacién, N por X. Nétese que
los postulados 4a y b corresponden a leyes distributivas duales en las que la
interseccién es distributiva ante la unién, y la unidén es distributiva ante la in-
terseccion. En el dlgebra ordinaria, la multiplicacién es distributiva ante la
suma, A(B + C) = AB + AC; pero la suma no es distributiva ante la mul-
tiplicacién, A + BC = (A + B) (A -+ CJ). @ se comporta como el cero,
puesto que A + 0 = Ay A X 0 = 0. U se comporta como la unidad en la
multiplicacidn, ya que A X 1 = A.

La conveniencia de estos postulados se comprenderd mejor al representar
los conjuntos y sus relaciones mediante los diagramas de Venn. Con base en
estos postulados, es posible demostrar muchos teoremas relativos al &lgebra de
los conjuntos. En lugar de dar pruebas formales, verificaremos algunos de estos
teoremas con la ayuda de los diagramas de Venn.
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También son de interés dos teoremas desarrollados por el matemitico inglés
De Morgan (1806-1871).

8a) (A U By = A NFW
8b) (AN By = A UPB

Verificaremos ahora la ley distributiva 4b y la primera de las leyes de De
Morgan mediante los diagramas de Venn.

Fig. 25

Refirdmosnos a la Fig. 2-5. Los subconjuntos (regiones) que aparecen en
la columna izquierda de la siguiente tabla pueden simbolizarse mediante las
relaciones que se muestran en la columna derecha.

Subconjunto (region} Notacion

(a) vii + viii BNC
(b) (il + v + vi) + (vii -+ viii) AVUBNC)
(€) ii + iii + v + vi -+ vii + viii AVB
(d) il + v + vi -+ viii + iv + vii AVC

U

i 8

A
Fig. 2.6

Los simbolos subrayados en los renglones (¢) y (d) representan la inter-
seccién o regién comin de A U By A N C; por lo tanto, el renglén (e)

serd: € i+ v+ vit viii + vii (AU B)N(4UC)

Las regiones de (e) son idénticas con las de (b); por lo tanto, A U (B N C)
= (Au B) n (A U C),y el teorema queda ‘“‘demostrado”.
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Para verificar que (A w B)’? = A’ N B, establecemos lo siguiente de
acuerdo con la Fig. 2-6.

Subconjunto (region)  Notacion

i -+ il + v AURB
Puesto que U = i - (ii + iii -+ iv), el subconjunto cuya region es i, es el
complemento del subconjunto cuya region es (ii + iii -+ iv). Esto es:
i (4 U By
i - il A’
P+ B’
i A" B

Por lo tanto, (4 U B)’ = A" N B.

2.5. PRODUCTOS CARTESIANOS

Un par de objetos « y b pueden examinarse en cuanto a su orden, de modo
que podamos establecer que la pareja ordenada fa,b) es diferente de la pareja
ordenada (b,a). En esta forma, podemos considerar (a,b) y (b.a) como dos
elementos distinguibles del conjunto {(ra.b), (b.a)} y entonces (a.b) = (ba).
Anédlogamente, {(a,bc). (acb), (buac), (bca), (cab), (c,bal} es un con-
junto compuesto de seis triadas ordenadas diferentes.

Las ideas anteriores se pueden generalizar para incluir conjuntos de eneadas
(una eneada es un grupo de n objetos) que puede formarse con los n objetos
Xv. X, xs,,, x,, de tal modo que cualquier arreglo de estos n objetos puede
constituir un elemento de un conjunto. El lector debe distinguir claramente
entre los objetos que constituyen un grupo ordenado y los elementos de un
conjunto en el que cada elemento es un grupo ordenado. Asi, el segundo con-
junto del parrafo anterior contiene seis elementos o miembros y cada elemento
estd formado por un grupo ordenado de las tres letras a. b y c.

Establecimos anteriormente que un conjunto no puede contener elementos
por duplicado. Sin embargo, parejas ordenadas, triadas,... eneadas, pueden
contenerlos. Asi, podemos tener el conjunto {HHT, HTH, THH} cuyos elemen-
tos (triadas ordenadas) son todos diferentes (como debe de ser) entre si, pero
contienen las mismas tres letras H, H y T. Estas letras pueden representar los
resultados, “caras” o ‘‘cruces”, cuando se lanza al aire una moneda tres veces
v se obtienen dos caras y una cruz. Si se preguntara: “;Cudles son los resul-
tados posibles cuando se lanza una moneda tres veces en sucesidn?’’ encontra-
riamos la respuesta convenientemente representada mediante el conjunto de las

triadas ordenadas pp iy HTH, THH, HTT, THT, TTH, TTT).

En cada una de estas triadas la primera letra representa el resultado del primer
lanzamiento, la segunda letra representa el resultado del segundo lanzamiento
y, la tercera, el correspondiente al tercer lanzamiento.
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El producto cartesiano A X B se deline como el conjunto formado por
todas las parejas ordenadas posibles, tomando el primer elemento del conjunto
A y el segundo elemento del conjunto B. Asi, si A = {a,b} y B = {cd.e},
entonces

A x B = {(a,), (a.d), (a.e), (b,c), (b.d), (b,e)}.

Nétese que, a menos que A y B sean conjuntos idénticos, A X B = B X A;
la ley conmutativa no es vilida para los productos cartesianos. Nétese que

B X A = {(c,a), (c,b), (d.a), (d.b), (¢,a), (e,b)}.

Los elementos (parejas ordenadas) de B X A no son los mismos que los de
A X B; el orden es invertido.
Como otro ejemplo, considérese A = {H,T}. Entonces

Ax A=1{HH HT, TH, TT}.

Los elementos de A representan los resultados posibles cuando se lanza una
moneda, y los elementos de A X A representan los resultados posibles para
dos lanzamientos sucesivos de una moneda o para el lanzamiento de un par
de monedas.

El producto cartesiano Ax X A: X Az X ... X A, se define como el con-
junto formado por todas las eneadas posibles ordenadas cuando el primer ele-
mento se toma del conjunto A., el segundo elemento del conjunto A:,,, y el
enésimo elemento se toma de A,.

De acuerdo con los dos ejemplos anteriores, es claro que el namero de ele-
mentos en A X B es igual al producto del nimero de elementos en A y el
niimero de elementos en B, 2 X 3 = 6, y que el nimero de elementos en A
X A es igual al cuadrado del ndmero de elementos en A, 2 X 2 = 4, De
hecho, se puede demostrar el siguiente:

Teorema. Si el conjunto A; contiene n; elementos, donde i = 1, 2,..., k,
el niimero de elementos contenidos en el producto cartesiano Ar X A: X
Ay es igual a mi n:. .. ng

La prueba es muy simple. El primer miembro de una eneada ordenada
puede seleccionarse entre los m: miembros de Ai; el segundo miembro puede
seleccionarse entre los n: elementos en A:. Esto es, para cualquier eleccién de
Aq existen n2 elecciones de A:; por lo tanto, los dos primeros elementos pueden
seleccionarse de #: X n: modos. El tercer elemento puede seleccionarse de ns
modos, cualquiera de los cuales puede colocarse con cualquiera de las m X
n» parejas ordenadas de A1 X A»; por lo tanto, los primeros tres elementos
pueden seleccionarse de m1 X n: X n: modos.
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Evidentemente, este razonamiento puede extenderse a los k conjuntos. Me-
diante la induccién matemadtica, podria efectuarse una demostracién rigurosa.

La exposicién de este teorema puede complementarse con la ayuda de un
diagrama de 4rbol, recurso grafico que encontraremos mas adelante. (Véase la
seccidén 4.5.) Por ejemplo, si m1 = 4, n: = 3y ns = 2, el drbol toma la forma
que se muestra en la figura 2-7. Fécilmente se ve que el arbol tiene 4 X 3
X 2 0 24 ramas hacia la derecha.

Ejemplo. Si un estudiante puede elegir, de un grupo de cinco cursos, uno
a las nueve; de un grupo de tres cursos, uno a las diez, y de un grupo de
cuatro cursos uno a las dos, él puede elegir sus tres cursos de 60 modos dife-
rentes, puesto que cada triada de los cursos elegidos es un elemento del pro-
ducto cartesiano que tiene 5 X 3 X 4 elementos.

Fig. 2.7

2.6. PARTICIONES

Un recurso dtil para estudiar los subconjuntos de un conjunto mayor o
conjunto universal es la particion. Para ilustrar este concepto, supongamos que
s¢ analizé la composicién de un club formado por 20 adultos y se encontraron
los siguientes datos:

a) Estado marital: 10 personas casadas, 6 mujeres solteras, 4 hombres
solteros.

b) Sexo: 12 hombres, 8 mujeres.

¢) Preferencia politica: 10 demdcratas, 8 republicanos, 2 independientes.
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d)  Antecedentes educativos: 10 graduados universitarios, 5 con educacién
universitaria incompleta (sin diploma), 4 con diploma de secundaria
Unicamente, 1 con educacién secundaria incompleta.

Nétese que cada una de estas cuatro clasificaciones tiene tres caracteristicas
simples, pero importantes. Consideremos, por ejemplo, el estado marital. (i)
Cada una de las clases, tales como los solteros, es un subconjunto del con-
junto mayor constituido por el club. (ii) Ningin miembro del club pertenece
a dos subconjuntos de la clasificacién marital. (iii) Los tres subconjuntos cons-
tituyen totalmente el club. Cada una de las otras tres categorias —sexo, pre-
ferencia politica y antecedentes educativos— poseen las mismas tres caracte-
risticas. Matemdticamente, decimos que el conjunto de personas que constituyen
el club ha sido dividido en cuatro grupos diferentes. Por supuesto, podriamos
agregar otros grupos: segln la edad, afiliaciones religiosas, secciones residen-
ciales, etc. A continuacién, estableceremos la definicién de una particién.

Sean E., E: E,, subconjuntos de un conjunto S. Se dice que estos sub-

“s 9

conjuntos forman una particion de S si se satisfacen las siguientes propiedades:

i) Cada E; es un subconjunto propio de S, esto es,
E, < S, i=12,,,,n pero E; # S.

ii) La unidén de todos los subconjuntos E; es S, esto es,

E,VE, u---UE, =S
ili) Los subconjuntos E; son disjuntos en parejas, esto es,
E,NE, =&, Li=1,2,3,,,ni5%].

EjempLo 1. Sea U = {abcdefg}. Entonces E, = {a.b}, Ex= {cdef}, y
E; = (g}, forman una particién de U, porque

() E, = U, E<cU y E<U
() E,VE, VE; = U.
(iii) E, N E, =&, EnE,=3, Yy EnNE,=¢g.

EjeEmMpLO 2. Supongamos que lanzamos un par de dados y observamos la

suma de los puntos que aparecen en las caras hacia arriba. Sea S = {todas
las sumas posibles}, E; = {sumas impares}, E» = {sumas obtenidas cuando
aparecen las mismas caras de los dados}, y E: = {sumas pares obtenidas

cuando las caras de los dados son diferentes}. (Formardn E,, E, y Ei una
particiéon de S?
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Observemos, primero, que, aunque los dos dados pueden parecer iguales si
son del mismo tamafio, material y color, son, sin embargo, dados diferentes;
asi, la suma 7, por ejemplo, puede obtenerse mediante un tres en un dado y
un cuatro en el otro, o viceversa. Podemos simbolizar estas posibilidades me-
diante las parejas ordenadas (3.4) y (4,3).

Puesto que el primer dado puede mostrar hacia arriba cualquiera de sus
seis caras diferentes y, para cualquiera de éstas, el segundo puede mostrar tam-
bién cualquiera de sus seis caras, entonces existen 6 X 6 o 36 resultados
diferentes al lanzar el par de dados. Estos resultados corresponden al producto
cartesiano D X D, donde D = {1,2,3,4,5,6}.

D x D ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5), (1,6), (2,1), (2,2), (2,3),
(2,4),(2,5), (2,6), 3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6), (4,1), (4,2),
(4,3), (4,4), (4,5), (4,6), (5.1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6), (6,1),
(6.2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)}.

De esto se concluye que las sumas posibles son,
S = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.

Las sumas impares corresponden a las siguientes parejas ordenadas:

(1,2),(1,4), (1,6), (2,1),(2,3), 2,5), 3,2), 3,4), (3,6), (4,1), (4,3),
4.5), (5,2), (5:4), (5,6), (6,1), (6,3), (6,5),
Por lo tanto,
El = {3)5’7,9;11}~
Los elementos de E: resultan de las siguientes parejas:

(1,1), 2,2), 3,3), (4:4), (5,5), (6,6),

Por lo tanto,
E, = {2,4,6,8,10,12}.

Los elementos de Es resultan de las siguientes parejas ordenadas:
(1,3), (1,5),(2,4),(2,6), (3,1),(3,5), (4,2), (4,6), (5,1), (5,3), (6,2), (6.4),
Por lo tanto,
E; = {4,6,8,10}.
La condicién (i) se satisface, puesto que
E <S8 E<c<S, y Ej<S.

También se satisface la condicién (ii), ya que Ex v E: u Es = §. Sin
embargo, aunque E1 n E2 = @ y Ex n Es = &, la condicién (iii) no se
satisface porque Ez N Es = {46,810} = @. Por lo tanto, E1, Ez y Ex no
constituyen una particién de S.
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2.7. LA DERIVACION DE CONJUNTOS A PARTIR
DE OTROS CONJUNTOS

En la seccién 2.5, vimos cémo pueden derivarse conjuntos de parejas orde-
nadas formando productos cartesianos. Con frecuencia, consideraremos un con-
junto universal del cual desearemos tomar ciertas clases de subconjuntos o
conjuntos de eneadas ordenadas. También desearemos calcular el ndmero de
elementos en estos conjuntos que han sido derivados. Tales célculos se efectian
frecuentemente con la ayuda de algunas férmulas muy dtiles que desarrollare-
mos a continuacién,

2.8. FACTORIALES
Definimos el factorial de N, simbolizado por N/, como N(N —1 (N — 2)

**+3-2-1 donde N es un entero positivo. Asi 4! = 4-3-2.1 =24y 7! =
7-6-5-4-3-2-1 = 5040. Se sigue que:

41 = 4.3
31 = 3-21
20 =21

¥, si continuamos adelante con este proceso de una manera mecédnica, escri-

biriamos:
it=1 0!

Para que el simbolo 0! tenga significado, tendriamos que considerar 0! = 1!/1
= 1. Por lo tanto, definiremos 0! como igual a 1.

2.9. PERMUTACIONES Y COMBINACIONES

A cada grupo ordenado de elementos se le llama permutacién. A un grupo
no ordenado de elementos se le llama combinacion. Asi, el conjunto {a,b,c}
puede considerarse una combinacién. Si formamos todas las triadas ordenadas
diferentes posibles a partir de los elementos de este conjunto, obtendremos lo
siguiente: (a,b,c), (a,c,b), (bac), (b,ca), (cab), (c,ba). Cada uno de estos
seis grupos contiene la misma combinacién de letras, pero cada uno de ellos
corresponde a un arreglo diferente a los otros. Estidn representadas, por lo tanto,
seis permutaciones diferentes de las mismas tres letras, pero solamente una
combinacién de las tres.

Por otra parte, si de las tres letras abc escogemos dos letras a la vez, po-
demos formar seis parejas ordenadas o permutaciones, esto es, ab, ba, ac, ca,
bc y cb. Pero las parejas ab y ba constituyen la misma combinacién de letras;
lo mismo sucede con ac y ca y con bc y ¢b. Por lo tanto, son posibles tinica-
mente tres combinaciones si tomamos solamente dos letras a la vez.
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2.10. TEOREMAS FUNDAMENTALES RELATIVOS
A PERMUTACIONES

El nimero de permutaciones distintas de r objetos tomados de un conjunto
de N objetos es:

P(N,r) = N!/{(N —r)\. 2.1

Este teorema puede establecerse también en la siguiente forma:
El nimero de grupos diferentes de r elementos ordenados que pueden se-
leccionarse de un conjunto de N elementos lo da la férmula (2.1).

Demostracién. Podemos seleccionar el primer elemento de N modos. Ha-
biéndolo seleccionado de algiin modo, podemos seleccionar el segundo elemento
en cualquiera de los restantes (N — 1) modos. Habiendo seleccionado los pri-
meros dos elementos, tenemos (N — 2) modos restantes para seleccionar el
tercero. Continuamos de esta manera hasta seleccionar el elemento de orden r
en cualquiera de los (N — r — 1) modos. Segiin el teorema de la seccién 2.5,
concluimos que los r elementos se pueden seleccionar de

NN—-1D(N—=2)+(N—r—1

modos. Puesto que el siguiente factor en orden en este producto seria N — 7,
multiplicamos este producto por (N — r)!/(N — r)! para obtener

NN~1(N—2)-(N—7—DHN—1)!
SN = '

Pero el numerador es equivalente a N/; por lo tanto, hemos derivado la férmu-
la (2.1).

Ejemplo. Si cinco corredores compiten en la carrera final de los 100 me-
tros, ¢(de cuintos modos pueden ganarse tres premios?

En este caso, el orden en que terminen la carrera determina el primero,
el segundo y el tercer premio. N = 5, r = 3; por lo tanto, seglin la férmula
(2.1).

P(5,3) = 5!/2! = 60.

Asi, pueden ganarse los premios de 60 modos diferentes.

Como un corolario de este teorema, establecemos lo siguiente:

El nimero de eneadas ordenadas diferentes que pueden formarse a partir
de un conjunto de N elementos es:

P(NN)= N! 22
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Para probar este resultado, establecemos la igualdad r = N en (N — r)!
para obtener 0! = 1 como denominador de la férmula (2.1).

El nimero de eneadas ordenadas diferentes que pueden construirse a partir
de N elementos, consistentes de k grupos diferentes, tales que ni elementos
son de una misma clase en el primer grupo, m: son de una misma segunda
clase en el segundo grupo,..., y g son de una misma clase en el grupo de
orden k, donde ni + n» + - -+ 4 n, = N, estd dado por la férmula

P(N:nyn,, ...,m)= Nlnn!---m! 2.3)

Demostracion. Si el simbolo de la izquierda representa el nimero de enea-
das ordenadas (permutaciones), y si cada uno de los n; elementos (i = 1,2,,,
k) que son de una misma clase se reemplazan por n, elementos diferentes entre
si y diferentes a los elementos de los otros grupos, entonces el niimero de per-
mutaciones de N elementos diferentes tomados todos a la vez puede obtenerse

multiplicando
P(N:nyny,,om) y  mlngle--ml

Esto es verdadero, ya que n;! representa el nimero de permutaciones posibles
de n, elementos diferentes tomados todos a la vez [férmula (2.2]. Entonces,

P(N: ny,ng, , ,n0ntn,! - - -t = NI
15762 k. k

de donde se obtiene la férmula (2.3).

2.11. UN TEOREMA FUNDAMENTAL RELATIVO
A COMBINACIONES

El nimero de combinaciones de r objetos seleccionados de un conjunto de
N objetos es:

Nt

r(N ey @4

C(N,r) =
Este teorema también puede establecerse como sigue:
El nimero de subconjuntos diferentes de v elementos cada uno que puede
formarse a partir de un conjunto de N elementos lo da la férmula (2.4).

Demostracion. Cualquier combinacién dada de r objetos diferentes es equi-
valente a r! permutaciones segiin la férmula (2.2); por lo tanto, si el niimero
total de combinaciones se multiplica por r!/, obtenemos el ndmero total de per-
mutaciones, P(N,r). Entonces,
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P(N,r) = C(N,r)r!

P(N,r)
r!

y, por lo tanto,
C(N,r) =

___ N 2.4
(N =)t

EyemMpLo 1. Un comité de 5 personas se va a seleccionar en un club de 12 miem-
bros. (De cudntos modos puede seleccionarse este comité?

Solucién. Puesto que un orden diferente de un grupo dado de 5 personas no cons-
tituye un comité diferente, el problema es calcular el nimero de combinaciones de
5 personas seleccionadas de un grupo de 12. Usando la férmula (2.4), tenemos

C(12,5) = 121/5!17) = 792.

EjemprLo 2. (Cudntos subconjuntos diferentes de 5 elementos cada uno pueden
formarse a partir de un conjunto que contiene 12 elementos?

Solucién. Esta es simplemente otra forma de plantear el problema anterior.

EJERCICIOS

1. Especifique cada uno de los siguientes conjuntos, haciendo una lista de sus
miembros o usando el simbolo @.

a) Los divisores de 36, sin incluir 1 y 36.

b) Las monedas de los Estados Unidos que ahora estdn en uso.

c) Los divisores pares de 27.

d) Las fracciones unitarias positivas, esto es, nimeros de la forma 1/a, donde
a es un entero positivo.

e} Los sélidos regulares.

f) Las sumas de los ndmeros de puntos que aparecen hacia arriba cuando se
lanzan dos dados.

2. Especifique cada uno de los siguientes conjuntos, haciendo una lista de sus
miembros o usando el simbolo @.

a) {los nimeros primos entre 20 y 40},
by {x*|x = 1,2,3,45).
¢) {ndmeros posibles de “caras” que aparecen hacia arriba cuando se lanzan

5 monedas}.
d) {x|x* = 3x — 2}.
e) {x es un ndmero real | x* = x*}.

fy {los unicornios de Africa}.

3. Los miembros de cada uno de los siguientes conjuntos son eneadas orde
nadas. Defina cada uno de estos conjuntos mediante una lista.

a) {ntimeros posibles de 3 digitos formados con 1, 2 y 3}.
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b) {ndGmeros posibles de 3 digitos formados con 5, 5 y 7}.
¢) {parejas ordenadas posibles con las letras a,b,c y d}.

4. Un pequefo tetraedro regular tiene sus cuatro caras numeradas 1, 2, 3 y
4. Si se lanza este sélido, las sumas posibles de los nimeros que aparecen en sus
caras hacia arriba forman un conjunto. Haga una lista de los nimeros de este
conjunto.

5. Los genes que controlan los grupos sanguineos basicos del hombre se iden-
tifican mediante las letras A, B u O. La combinacién de dos de estos genes, uno
de cada uno de los padres, produce un genotipo sanguineo en la siguiente gene-
racién. (Cudl es el conjunto de genotipos posibles?

6. Defina cada uno de los siguientes conjuntos, haciendo una lista de sus
miembros.

a) {cantidades posibles de dinero que pueden formarse con una moneda de
un centavo, una de 5 centavos, una de 10 centavos y una de 25 centavos}.

b) {arreglos posibles de los cinco signos: <4 -4 — + —}.

¢) {diferentes manos posibles de tres cartas, cada una de ellas seleccionada
entre el as, rey, reina, sota y diez de diamantes}. Use los simbolos A, K,
Q, ]y 10.

7. La teoria de carreras se usa frecuentemente en la estadistica industrial. Su-
péngase que se estd investigando una muestra de cuatro focos; si un foco estd
bueno, se designard con B y con una D si es defectuoso. Defina, mediante una
lista, el conjunto de todos los resultados posibles.

8. Dado U = {v,w,xy.z}; (cudles de los siguientes son subconjuntos de U?
a) {xyz)

b) {uv,wx}

) {uxz}

d) {uwuxyz}

e) @

9. Escriba todos los subconjuntos posibles del conjunto {r.s.t}.

10. (Cuéntos subconjuntos diferentes pueden formarse a partir de los siguien-
tes conjuntos?

a) @
b) {xi}
©)  {x1,x2}

d) {xix2x4)
e} {x)x2.x0%4}
f) Generalice estos resultados para un conjunto de n elementos.

11. Dados los conjuntos X = {uvwxyz}y Y = {stxyz} calcule (a)
XuY: b XNnY, &)X ug;, Y nNng.
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12. Dados los conjuntos U = {ab.cdefgh}, y A = {abcdel y B
{cd.ef.g); haga una lista de los elementos de los siguientes conjuntos: (a) A U
by A "N B:(c) ANU; (d A», nB; (&) A U B; (f) A” x PB.

B;

13. Sean U = ({cuadriliteros}, A = {paralelogramos} y B = ({recténgulos)
Defina los siguientes conjuntos: (a) A U B; (b)) A N B; (¢) A N U; (d)
B U (&) AU U

14. Sea U el conjunto de todos los votantes en Ohio. (Cuiles de los siguien-
tes son subconjuntos de U?

a) {votantes republicanos en Ohio}.

b) {Votantes demdcratas femeninos en Ohio}.

¢) {Votantes en Ohio gue no son republicanos ni demdcratas).

d) {Ciudadanos masculinos de Ohio mayores de 21 afios}.

e) {Las mujeres de Ohio que tienen una edad entre 25 y 30 anos).

15. (Cudles, de los siguientes conjuntos, son conjuntos complementarios del
conjunto universal, dado, U? Si algunos no lo son, establezca la razén.

a) U = {votantes del Estado de Nueva York};{votantes urbanos del Estado de
Nueva York}: {votantes rurales del Estado de Nueva York}.

by U = {cuadrilateros}; {trapezoides}; {paralelogramos}.

¢) U = {todos los hombres}; {fumadores}; {no fumadores}.

d U {ndmeros racionales}; {enteros}; {cocientes de enteros}.

16. De 150 soldados que participaron en una batalla, 80 perdieron un ojo, 70
perdieron una oreja y 20 escaparon ilesos. (Cudntos soldados perdieron simultanea-
mente un ojo y una oreja?

17. De 150 soldados que participaron en una cruenta batalla, 80 perdieron
un ojo, 70 perdieron una oreja, 50 perdieron una pierna, 20 perdieron un ojo y
una oreja, 25 perdieron un ojo y una pierna, 30 perdieron una oreja y una pierna
y 10 perdieron un ojo, una oreja y una pierna. (Cudntos escaparon ilesos? (Adap-
tado de Lewis Carroll).

18. En una clase de 30 estudiantes seleccionados de Ciencias, 20 obtuvieron
A en Matemadticas, 23 obtuvieron A en Quimica, 18 obtuvieron A en Fisica, 15
obtuvieron A en Matemadticas y en Quimica, 12 obtuvieron A en Matemdticas y en
Fisica y 14 obtuvieron A en Quimica y en Fisica. No hubo ninguno sin una A.
¢(Cuéntos de ellos obtuvieron A en los tres cursos?

19. Una agencia automotriz vendié 47 automdviles en marzo de 1965; 23 de
ellos tenfan direccién hidraulica, 27 eran de cambios autométicos y 20 tenian radio.
7 tenian direccién hidraulica, cambios automiticos y radio; 3 tenian direccién hi-
draulica y cambios automdticos, pero no tenian radio; 2 tenfan cambios automaéticos
y radio, pero no tenian direccién hidrdulica y 4 tenian direccién hidrdulica y radio,
pero no tenfan cambios automaticos. ¢(Cudntos automdviles se vendieron con sola-
mente uno de estos accesorios?
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20. En una prueba de algunos circuitos de alumbrado eléctrico, se encontra-
ron 10 defectuosos. De éstos, 7 tenian filamentos rotos, 5 tenian conexiones defec-
tuosas y 4 tenian alambres rotos. Uno de ellos tenia el filamento roto y la cone-
xién defectuosa, pero los alambres estaban bien; uno tenia la conexién defectuosa
v un alambre roto, pero los filamentos estaban bien; 2 tenian filamentos rotos y
alambres rotos, pero las conexiones estaban bien y 3 tenfan solamente los fila-
mentos rotos. a) (Cudntos circuitos eran defectuosos debido a las tres fallas? b)
¢(Cuantos circuitos tenian alambres rotos solamente?

21. Use diagramas de Venn para verificar cada una de las siguientes pro-
posiciones:

(@) (4 "By - A UB.

by AN(BUC)~(ANBU(ANC(C).

(c) AvuBUC) (A4vuB vl

22. Si A = {bc) yB = {defgl) calcule A X B.

!

23. Si A = {labedl y B = lefg). calcule A X B.

24. Si A = {HT)}, calcule A X A X A. Interprete su resultado.
25, Si C = {rwb) y D = {gy.o}, calcule C X D.

26. Un pequeho tetraedro regular tiene 1, 2, 3 y 4 puntos en sus caras.
Represente, mediante un producto cartesiano, los resultados posibles (parejas) cuan-
do el tetraedro se lanza dos veces. Por resultado, queremos decir el nimero de
puntos en la cara que queda hacia abajo.

27. Explique por qué cada uno de los siguientes conjuntos constituye, 0 no.
particiones del conjunto U = {rstuvwxy.zl.

(@) Ay = {rs,rur}, Ay = {wx}, A3 = {y,2}.
(b) Ay = {r,1,v,x,z}, 4, = {s,uw,y}, A3 = {x,v.z}.
(€) Ay = {r}, Ay = {s,t}, A3 = {uv,w}, Ay = {x,p,2}.

28. ¢Constituyen, los siguientes conjuntos, una particién del conjunto U =
{ejecutivos en la compaiiia ABC}?

a) A = f{ejecutivos con salarios inferiores a $7,000};
b) B = {ejecutivos con salarios mayores que $7,000 y menores que $10.000};
¢) € = {ejecutivos con salarios mayores que $10,000}.

29. Haga una lista de todas las particiones posibles que pueden formarse a
partir del conjunto (a) U = (a.b.c}: (b) U = {ab.cd}. No incluya .

30. Sea U = f{todos los votantes en el pueblo X}. ;Cudles de los siguientes
conjuntos forman particiones de U?

a) {Votantes republicanos} {votantes demdcratas}), {todos los otros votantes}.

b) {Votantes hombres}, {volantes mujeres}.

¢) {Votantes protestantes}, {votantes catdlicos romanos}, {votantes judios}.

d)  {Los que votaron personalmente}, {los que, por estar ausentes, cnviaron
sus votos por correo).
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31. En el ejemplo 2 de la seccion 2.6, susmuya los dados por un par de
pequefios tetraedros regulares cuyas caras contienen 1, 2, 3 y 4 puntos. Investigue
si Ei, E» y Es, modificados en la forma correspondiente, constituyen una particién.
Los puntos que se considerardn como resultado son los correspondientes a la cara
que queda abajo.

32. Sea R = ({ntmeros reales}, A — {(ndmeros racionales} B = {nidmeros
irracionales}, C = {enteros}, D = {cero}. (Forman A, B, C y D una particién
de R? (Por qué?

33. Considere el conjunto S de resultados posibles en términos de triadas or-
denadas cuando se lanzan tres monedas.

S ={HHH, HHT, HTH, THH, HTT, THT, TTH, TTT}.

Defina las particiones de S de acuerdo con:

a) La trecuencia con que aparece una de las caras en particular.
b) La posicién correspondiente a la primera vez que aparece una de las caras
en particular.

34. Mediante tres subconjuntos, por lo menos, defina las particiones de cada
uno de los siguientes conjuntos.

a) f{ab,cdefgh).

b) {las 52 cartas de la baraja}.

¢) {las sumas de puntos que pueden aparecer cuando se lanzan dos dados}.
d) {las estudiantes en su clase}.

35. Si un club tiene cuatro candidatos para presidente, tres para vicepresi-
dente, y dos para secretario-tesorero, ¢de cudntas formas puede elegirse la mesa
directiva?

36. Un examen estd formado por tres grupos de preguntas. El grupo A con-
tiene cinco preguntas, el grupo B, dos y el grupo C, dos. Se va a contestar una
pregunta de cada grupo. (De cuidntos modos diferentes puede elegir sus preguntas
un estudiante?

37. Calcule el nimero de permutaciones que pueden formarse con las letras
ab,cde y f, tomadas a) cuatro a la vez, b) todas a la vez.

38. (Cuantos arreglos diferentes pueden formarse con las letras de la palabra
“distance” si tomamos a) cinco a la vez? b) /todas a la vez?

39. Veinte corredores compiten en una carrera para la cual hay un primer,
segundo y tercer premios. ¢(De cudntas maneras pueden concederse estos premios?

40. Calcule el niimero de permutaciones que pueden formarse con las letras
de la palabra Oshkosh, tomadas todas a la vez.

41. Cuando se lanzé una moneda ocho veces en sucesidén, la “cara” aparecié
tres veces y la “cruz” cinco veces en el siguiente orden T H H T H T T T.
(En cuéntos otros 6rdenes podrian haber aparecido?



